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On the Vibration-Rotation Hamiltonian of Linear Molecules

A closed expression for the vibration-rotation hamiltonian of linear molecules is derived and
discussed. By use of the commutation relations and sum rules this expression is then rearranged
to a form similar to that of WATsoN ! for nonlinear molecules.

1. Einfiihrung

Um die Schwingungs-Rotations-Spektren von
Molekiilen zu verstehen, wird die Bewegung der NV-
Kerne des untersuchten Molekiils gewohnlich durch
einen Hamiltonoperator beschrieben, der sich aus
der kinetischen Energie der Kerne und einem Poten-
tial zusammensetzt, das von den Elektronen her-
riithrt und lediglich von den relativen Abstéinden der
Kerne abhingt 2 3. Dieses aus der BORN-OPPENHEI-
MER-Naherung ¢ abgeleitete Modell bewihrt sich ins-
besondere fiir Erscheinungen, bei denen die Kerne
wihrend ihrer Relativbewegung nur verhaltnismafig
geringe Auslenkungen aus ihren Gleichgewichtslagen
erfahren und die Elektronen sich in ihrem Grund-
zustand befinden, sofern dieser nicht entartet ist.

Fir den Hamilton-Operator der kinetischen Ener-
gie der N-Kerne ist in Arbeiten von WILSON und
HowArD %, DARLING und DENNISON® und DAr-
LING 7 ein expliziter Ausdruck abgeleitet worden

H= %%/’L‘/‘(Ha_ a) Map /u'_l/!(Hﬁ_nﬂ) lll"/‘
+ %LZMV‘Pk,U_l/'Pk,“’/‘-F V. (1)

Darin ist u.s das Inverse des effektiven Tragheits-
tensors I',5, 1 die Determinante von u.z, I1, die
a-Komponente des Gesamtdrehimpulses im molekiil-
festen Koordinatensystem (MFKS), a=z,y,2, n,
die a-Komponente des Schwingungsdrehimpulses,
P}, der zur Normalkoordinate Q konjugierte Impuls
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und schlieflich 7 das von den Elektronen herriihren-
de Potential.

WaTsoN?! hat in letzter Zeit eine bedeutende Ver-
einfachung dieses Hamiltonoperators finden konnen,
indem er die Vertauschungsregeln der 7, unterein-
ander und mit u,z untersuchte. Danach ergibt sich H
zu

H= %%(Ha_na) /uaﬂ(Hﬂ”"nﬂ)

+%gpk2_éhzz/uaa+l/. (2)
Die Determinante © kommt also nicht mehr vor. Da-
fiir ist ein Term absepariert, der zur Spur des rezi-
proken effektiven Tragheitstensors ,s proportional
ist, daher also nur von den Normalkoordinaten Q,
abhdngt und infolgedessen einen zusitzlichen Bei-
trag zur potentiellen Energie darstellt.

Die Ausdriicke (1) und (2) gelten vollig exakt
auch fiir beliebig grofle Auslenkungen der Kerne aus
ihren Gleichgewichtslagen, wenn es auch praktisch
gesehen unbequem sein mag, sie in solchen Fillen
anzuwenden, wegen der Notwendigkeit, dann hohere
Néherungen der Storungsrechnung zu beriicksichti-
gen.

Die Ableitung des Hamilton-Operators (1) zeigt
jedoch, daB8 er mathematisch sinnvoll nur mit der
Einschrankung definiert ist, daB z. B. lineare Kon-
figurationen der N-Kerne zu jeder Zeit der Bewe-
gung ausgeschlossen sind. Da nédmlich in (1) und
(2) das Inverse des effektiven Tragheitstensors I,
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SCHWINGUNGS-ROTATIONS-BEWEGUNG LINEARER MOLEKULE

vorkommt, darf dessen Determinante fiir keine der
moglichen momentanen Konfigurationen verschwin-
den. Insbesondere gilt daher der Hamilton-Operator
nicht fiir lineare Molekiile.

Eine andere Besonderheit der linearen Molekiile be-
steht in folgendem: Um den Hamilton-Operator den
experimentellen Gegebenheiten anzupassen, ist es
sinnvoll, zwischen Translations-, Rotations- und
Schwingungsfreiheitsgraden zu unterscheiden. Dies
fiithrt auf die Notwendigkeit, ein molekiilfestes Ko-
ordinatensystem (MFKS) zu definieren, welches die
Eigenschaft hat, daB das Molekiil durch die Vor-
gabe seiner unabhingigen inneren Koordinaten
(z. B. aller unabhéngiger Kernabstinde) in diesem
MFKS starr festgehalten ist und sich nicht mehr be-
wegen kann. Die Translations- und Rotationsbewe-
gung des Molekiils wird dann durch die Bewegung
des molekiilfesten gegen das raumfeste Koordinaten-
system beschrieben. Ein solches MFKS wird bei der
Ableitung von (1) definiert durch die sechs sog.
EckarT-Bedingungen 8

To=M713 m/"[mi*(ry—13)1=0, (3a)
1

R.= ﬁ% (I°7") op 2 mi" egyarys [mi"*(rsi—78:)1 =0
(3b)

und die Zusatzbedingung, da8 in der Gleichgewichts-
konfiguration das molekiilfeste mit dem Haupt-
achsensystem zusammenfallen soll. Die ECKART-Be-
dingungen sind zum erstenmal von BORN und
HEISENBERG ? angegeben worden. Darin bedeuten:
m; die Masse des i-ten Kerns, M die Gesamtmasse
der Kerne, 195 den Trigheitstensor in der Gleichge-
wichtslage, r,; die a-Komponente des momentanen
Ortsvektors des i-ten Kerns im MFKS und schlieB-
lich e,4, den antisymmetrischen Tensor mit den Wer-
ten ezy; = €yzz = €ozy=1, €rzy=€yz;=€syz= —1 und
e.3,=0, wenn irgend eines der Paare aus a, 8, ¥
identisch ist.

Die drei ersten Gl. (3 a) legen den Schwerpunkt
der Kerne fest und verhindern damit Translationen
beziiglich des MFKS. Die drei iibrigen (3b) be-
deuten, dal der innere Drehimpuls fiir Zeitpunkte
des kollektiven Durchgangs durch die Gleichgewichts-
lagen gleich Null ist. Diese Gleichungen verhindern
also die freie Rotation des Kernsystems im MFKS.

8 C. EckArT, Phys. Rev. 47, 552 [1935].
9 M. BorN u. W. HEISENBERG, Ann. Phys. 74, 1 [1924].
10 A, SAYVETZ, J. Chem. Phys. 7, 383 [1939].

1837

Fiir lineare Molekiile reduzieren sich diese sechs
Bedingungen jedoch auf fiinf. Die z-Komponente
des R-Vektors ist identisch gleich Null, wenn man
die z-Achse in die Achse des Molekiils legt. Die zwei
iibrigen Komponenten des R:Vektors fithren auf die
Gleichungen

2 mirgre =0, zimiryifgi=0- (3¢)
g

Demzufolge ist das kérperbezogene Koordinaten-
system durch die Bedingungen (3) fiir lineare Mole-
kiile nicht eindeutig bestimmt. Die Richtung z. B. der
y-Achse, oder mit anderen Worten der Eulersche
Winkel y (in der Notierung von WiLsoN, DEecrus
und Cross 2) bleibt noch frei wihlbar. Diese Situa-
tion hat dazu gefiihrt, anzunehmen, ein lineares
Molekiil habe, in Anlehnung an den Fall eines star-
ren linearen Systems, nicht drei, sondern nur zwei
Rotationsfreiheitsgrade, und dafiir 3 N-5- statt 3 N-6-
Schwingungsfreiheitsgrade. Einem Vorschlag von
SAYVETZ 10 zufolge wird y=const (z.B. y=0) ge-
setzt. In der Literatur hat sich dieses Koordinaten-
system so stark durchgesetzt, dal man sogar die
Aussage finden kann !, ein lineares Molekiil besitze
3 N-5, und nicht 3 N-6, unabhéngige Kernabstinde,
die dann zur Beschreibung der 3 N-5 Schwingungs-
freiheitsgrade dienen konnen. Wie man sich aber
leicht iiberzeugen kann, stimmt das nur fiir ein zwei-
atomiges Molekiil, wihrend fiir N>2 die Anzahl
der unabhingigen Kernabstinde, und allgemein die
Anzahl beliebiger unabhéngiger innerer Koordina-
ten, hochstens gleich 3 N-6 ist. Die potentielle Ener-
gie der reinen Schwingungsbewegung hingt demzu-
folge fiir N>2 auch nur von 3 N-6 und nicht von
3 N-5 inneren Koordinaten ab. Will man aber die
Axialsymmetrie des Molekiils ausnutzen und macht
deshalb fiir das Potential trotzdem einen Ansatz,
in dem 3 N-5 freie Variablen vorkommen, so hat
dies zur Folge, da man nur die Werte von 3 N-6
daraus ausgewdhlten festzulegen braucht, um V=
const zu erreichen. Ein Parameter bleibt frei und
dies bedeutet, daBB sich das Molekiil im SAYVETZ-
schen Koordinatensystem entgegen der Definition
eines molekiilfesten Koordinatensystems noch frei
um die z-Achse drehen kann.

Dies mége anhand einer Arbeit von NIELSEN !2
am Beispiel linearer XYZ-Molekiile erlautert wer-

11 M. Korani, K. OuNo u. K. Kayama, Fliigge-Handbuch
der Physik, Bd. 37/2.
12 A, H. NIeLSEN, J. Chem. Phys. 11, 160 [1943].
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den. Das SAYVETZsche Koordinatensystem wird in
dieser Arbeit wie in Fig. 1 mit dem Molekiil ver-
kniipft, so da} die finf EckARTschen Bedingungen
(3a) und (3c¢) erfillt sind. Zur Beschreibung der
vier Schwingungsfreiheitsgrade werden dann die
Koordinaten z, y, z und ¢ eingefiihrt, die mit den
kartesischen Koordinaten z;, y; und z; (i=1, 2, 3)
mittels der Gleichungen

i 4
1 2 3 @
Abb. 1. Das korperbezogene Koordinatensystem eines linearen
XYZ-Molekiils.
@y = —my 0(25Y — 23%) afm, T (2,°—z?),
a= oalY,
ag= —my0(2,"—2°) afm; T (2,° - z"),
fir a=z,y, und (4)
z2y=—myz[Z +mgqfo, z,=0z/2,

z3= —myz/2 —myqfo,

6=my+mg, Z=my+my+mg,

zusammenhéngen. Fiir die potentielle Energie der
Schwingungen wird der Ansatz

2V =K, ¢®+Kyz2+2K;zq+K,(2®>+y%) (5)

gemacht, wobei zu bemerken ist, da} ein Term von
der Form K-zy wegen der Axialsymmetrie des
Molekiils gleich Null sein mufi. Setzt man nun ¢ =
const, z=const, 2% +%%=0%=const, so folgt V =
const. Andererseits ergibt sich aber mit 2 =0 cos ¢
und y = ¢ sin @, dal} die Kerne auf Kreisen

’
Zi=0; COSP,

’ .
Yi=0; sme,
z; =const

t=1,2;3;

umlaufen konnen. Das SAYVETzsche Koordinaten-
system ist also kein molekiilfestes Koordinaten-
system. Dieser Unterschied macht sich bei der Klassi-
fizierung von Schwingungs-Rotations-Zustdnden line-
arer Molekiile bemerkbar.

Ein Nachteil des SAYVETZschen Koordinaten-
systems besteht darin, dal der durch y=const fest-
gelegte Einheitsvektor j in y-Richtung sich bei Dre-

hungen nicht wie ein normaler Vektor transformiert.

13 L. D. Lanpau u. E. M. LirscHITZ, Quantenmechanik, Aka-
demie-Verlag, Berlin 1966.
14 J. T. HouGeN, J. Chem. Phys. 36, 519 [1962].
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Am deutlichsten sieht man dies bei Drehungen um
die z-Achse. Dadurch wiirde nur der Winkel y ver-
andert, wegen y = const ist das aber nicht moglich.
Diese Tatsache hat eine wichtige Konsequenz fiir
die Vertauschungsregeln der Komponenten des Ge-
samtdrehimpulses im SAYVETZschen Koordinaten-
system. Man kann allgemein zeigen, dal die Kom-
ponenten des Gesamtdrehimpulses beziiglich eines
korperbezogenen Koordinatensystems, dessen Ach-
sen die Transformationseigenschaften von Vektoren
haben, Vertauschungsrelationen der Form

Haﬂlg—ﬂigﬂa=—ihzeaﬂyﬂy (6)
y

erfiillen, siehe z. B. 13. Man beachte dabei das umge-
kehrte Vorzeichen dieser Vertauschungsregeln ge-
geniiber denen in einem raumfesten Koordinaten-
system. Fiir das SAYVETzsche Koordinatensystem
fehlen nun aber die Voraussetzungen fiir diesen
Satz und man muBl erwarten, dal die Vertau-
schungsregeln komplizierter sind.

Wahrend fiir nichtlineare Molekiile schon 1936
ein allgemeiner Ausdruck fiir den Hamilton-Opera-
tor ihrer Schwingungs-Rotations-Bewegung gefunden
wurde 5, ist ein dhnlicher Ausdruck fiir lineare Mole-
kiile bisher nicht bekanntgeworden. Lineare Mole-
kiile sind statt dessen so diskutiert worden, dafl man
entweder den Hamilton-Operator speziell fir das
untersuchte Molekiil abgeleitet hat, siehe z. B.14,
oder daf} man in einem entsprechend gewéhlten Ha-
milton-Operator fiir ein nichtlineares Molekiil den
Grenziibergang 1,,— 0, I,,—~ I,,, und II,—7n,=0
vornahm % 15, Zur Ableitung des Hamilton-Opera-
tors (1) fiir nichtlineare Molekiile wird jedoch eine
spezielle lineare Beziehung zwischen den darin vor-
kommenden Impuls- und Drehimpulsoperatoren be-
nétigt. Es wird sich zeigen, da} diese Beziehung fiir
lineare Molekiile durch eine andere ersetzt werden
muB}. Es ist daher keineswegs offensichtlich, ob der
oben erwahnte Grenziibergang zu demselben Ergeb-
nis fithrt, wie die direkte Ableitung. Schon aus die-
sem Grunde ist es vorteilhaft, auch fiir lineare Mole-
kiile einen allgemeinen geschlossenen Ausdruck fiir
den Hamilton-Operator zu haben.

In den folgenden Abschnitten soll nun aus dem
klassischen Ausdruck fiir die kinetische Energie eines
linearen Molekiils im Sayvetzschen Koordinaten-

15 H. C. ALLEN u. P. C. Cross, Molecular Vib-Rotors, John
Wiley & Sons, Inc., New York 1963.
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system zunichst eine geeignete hamiltonsche Form
hergeleitet werden, woraus dann der quantenmecha-
nische Hamilton-Operator ermittelt werden kann.

Beziiglich der Notierung werden dabei folgende
Vereinbarungen getroffen: Der momentane Orts-
vektor des i-ten Kerns im Sayvetzschen Koordina-
tensystem wird mit (ry;, ry;, r,;) bezeichnet. Grie-
chische Indizes bezeichnen stets eine der Achsen
Z, Y, z. Summationszeichen iiber zweifach vorkom-
mende griechische Indizes werden weggelassen. Soll
die Summation dagegen unterbleiben, so wird dies
jedesmal ausdriicklich angemerkt. Summationszei-
chen iiber die lateinischen Buchstaben i, j=1,2...,N,
kl,m=1,2...,3N-5und r, t,u,v=1,2...,3N-3
werden dagegen stets angeschrieben. Die Notierung
ist damit im wesentlichen identisch mit der von
WaTtson 1. Die Eulerschen Winkel ©, @ und y wer-
den der Definition von WiLsoN, DEcrus und
Cross 2 folgend verwendet.

2. Die Koordinatenachsen

Die Eckart-Bedingungen (3 a) und (3 c) definie-
ren nur die Eulerschen Winkel ® und @. Dadurch
ist lediglich der Einheitsvektor Kk in z-Richtung des
korperbezogenen Koordinatensystems bestimmt. Die

Einheitsvektoren i und j in 2- und y-Richtung wer-
den durch die Gleichungen

2=3a/4, z=0 (7)

und die Forderung der Orthogonalitdt definiert.
Durch diese Wahl bleibt, wie sich gleich zeigen wird,
die Aquivalenz der beiden Achsen i und j auch
optisch sichtbar. Fiir die Komponenten der Winkel-
geschwindigkeit @ im Sayvetzschen Koordinaten-
system ergeben sich mit (7) die Gleichungen

W, = Jg( é+sin@d5),

wy=1;—§ —(:)+sin@<i5), (8)

w,= cos @ G = % (wz+wy) ctg O .

3. Transformation auf Normalkoordinaten

Um die kinetische Energie bequem schreiben zu
konnen, werden statt der 3 N momentanen Auslen-
kungen r«i—ry zunichst massenbehaftete Auslen-
kungen m{®(rai—r%) eingefithrt und anschlieend
eine orthogonale Transformation auf sog. Normal-
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koordinaten durchgefiihrt. Die Normalkoordinaten
bestehen aus 3 N-5-Schwingungskoordinaten Q,
drei Translationskoordinaten T, und zwei Rotations-
koordinaten R,, a=uz,y. Die fiinf letzteren sind
identisch mit den Bedingungen von Eckart und wer-
den gleich Null gesetzt.

Qk= Zilai,k[mi%(rai'—rgi)] ’ (9)

Ta=M~l/zzmillz[millz(rui”“rgi)]:Os a=I,y,Z,
: (10)
R,= D" 3 mi rd [mi"* (res—1%)1 =0, a=z,y.
: (11)

Dabei ist

M=3m, I 3 mirg? =Ip, =1I,.  (12)
i i

Die Orthogonalitit der Transformation (9) bis (11)
zieht die folgenden Gleichungen nach sich

2 boi, i bot, 1 =0z (13)
1
2mily k=0, a=zy,z, (14)
i
;l"i,kmi%r(z)i =0, a=2,y. (15)

Durch diese Gleichungen sind die Zeilen der Trans-
formationsmatrix in (9) bis (11) orthonormiert.
Die GIn. (13) bis (15) stellen (mit n=3 N-5)
5n+n(n+1)/2 Beziehungen zwischen den n(n + 5)
unbekannten Koeffizienten [ ;; her. Weitere
n(n—1)/2 solcher Beziehungen miissen sich aus der
Diagonalisierung des harmonischen Teils der poten-
tiellen Energie ergeben.

Die Orthogonalitat der Transformation (9) bis
(11) kann ebenso durch die Gleichungen
Z; lai, k lﬂj, k= 6,']' 6aﬂ = mi'/’ m,-’l’ f‘lﬂ1 6aﬂ (16)
—m" m " g 1071 0ap(1 — 842) (1—p,)

ausgedriickt werden, wobei die Summation iiber a
und B im letzten Term unterbleiben soll. Dadurch
werden die Spalten der Transformation orthonor-
miert.

Mittels dieser Orthogonalitdtsbeziehungen kann
die Transformation (9) bis (11) invertiert werden.
Es ergibt sich

Ta=rai +m; " Zk: L,k Qx+ M~ To+r% 10" R,

=1% +mi" %lai,kok- (17)
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4. Die klassische kinetische Energie. lauten
Summenregeln fiir dl'e Wechselwirkungs- S ik, —8utu— Tlhiale— 3 1460,
koeffizienten m i (27)
In den neuen Koordinaten hat die kinetische Ener- > af* o = Yai =4I a=z,y, (28)
3 iz

gie die Form
2T =Lyw.0p+20. 3 (i Q: Ot T0. (18)

Darin sind

Ch=—Ch=eupy Zlpi i bt (19)
1
die sog. Coriolis-Konstanten und
Log=1Igo=€aye €gse 2 miTyi T (20)
1

die Elemente des momentanen Trégheitstensors. Fiir
die Ableitungen der Elemente des Trégheitstensors
nach den Normalkoordinaten an der Stelle des
Gleichgewichtes

aff =df= (g-g%)o

ergibt sich mit (20), (17) und (15)

o o1, 0
af =2 eaye €p5 2 mi" ryilyi k
1

=2[0,5 > m;" % Lai, 1k — g ; mi" 3L, 1]
1

(21)

=2[00s— 80z 0g2] Xmi" 1%L 1 (22)
i
= [6aﬂ = 6a2 6/32] ag
wobei die Abkiirzung
ar=22 m"* rl 5 (23)

g

verwendet wurde. Bei dieser Ableitung wurde die
Eigenschaft (A 5) des antisymmetrischen Tensors
eq.p, aus der Zusammenstellung bei WATSON?! ver-
wendet.

Aus Gl. (22) folgt insbesondere, daB fiir lineare
Molekiile

af =0 fir a=z,y,z (24)
und dariiberhinaus
af =0 fir a+f (25)

ist. Die einzigen von Null verschiedenen Elemente
sind
ai® =af! =a;=0.

(26)

Genauso wie fiir den Fall nichtlinearer Molekiile
kann nun auf Grund der obigen Definitionen eine
Reihe von Summenregeln abgeleitet werden. Sie

(hier soll weder iiber a noch iiber S summiert wer-
den).

;&‘iza'? =0. (29)

5. Die Hamiltonsche Form der kinetischen
Energie

Die kinetische Energie (18) mufl nun in die
hamiltonsche Form iibergefithrt werden, um daraus
dann den quantenmechanischen Ausdruck ablesen zu
konnen. Mittels Gl. (8) kann aus (18) w, eliminiert
werden. Aus T entsteht dann eine neue Funktion T

T=T=T (0,(6, D,0,9),
wy(@’ ¢’ 9’ ¢)7 @’ QQ Q’ Q)

fiir die gilt
2T=I_aﬂwawﬂ+2wa%_c%lok.ol+%o%° (31)

(30)

In der letzten Gleichung wird a und f nur iber
und y summiert. Allgemein soll fiir das folgende
die Vereinbarung gelten, daB8 die Summation zwei-
fach auftretender griechischer Indizes nur iber z
und y zu erstrecken ist, wenn sie als Indizes gestri-

chener Groflen (wie z. B. I,5) auftreten. In Gl. (31)
bedeuten

Lg=Ig+ V2 Hat1s) g0+ 3L, ctg? 0 (32)

und

h=Cy+ T}; Chctg O, (33)

Die partiellen Ableitungen der Funktion T nach w,
und w, héngen mit den konventionellen Drehimpuls-
komponenten

Ha=aT/awa$ Q=2,Y,2 (34‘)
durch die Formeln
— T 5] 2
Ha=aa—ai=ﬂa+ﬂze_:)a7 a=x:y (35)

zusammen. Andererseits aber ist auf Grund von

Gl. (31)
ﬁa=7aﬂwﬂ+%&loko‘ls a=xY. (36)
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Definiert man noch die konjugierten Impulse

oT '
Pk='—'*=Qk+waZ ankoma (37)
3Qk m
— aT . N e
Pr= - =Qx+0, 2 GuQn=Pr, (38)
30k m
dariiberhinaus die Schwingungsdrehimpulse
nu=§4‘%lokpl9 (39)
=2 CaQuPr=m,+ *Itnzctg@, a=z,y,
R V2
My= 7, (40)
und den effektiven Trégheitstensor
7;5 =_aﬂ —klzz‘%mz-%m Qk Ql ’ (4'1)
m

so kann man damit der kinetischen Energie (31) die
Form

2T = fiop(,—7,) (II5—7g) + z P (42)

geben. Darin ist ji,z der inverse effektive Tragheits-
tensor

fag=(I'Y) g, a,f=xz,y. (43)

Die Zwischenschritte verlaufen ganz analog denen bei
WiLsoN und HOwARD 2,5,

6. Eigenschaften des effektiven Trigheitstensors

Auf den ersten Blick sieht es so aus, als ob der
inverse effektive Tragheitstensor ji,; eines linearen
Molekiils sehr viel komplizierter wire, als der eines
nichtlinearen Molekiils, weil er wegen Gl. (41),
(32) und (33) nicht nur von den Normalkoordina-
ten Qy, sondern auch noch von dem Eulerschen Win-
kel © abzuhingen scheint. Definiert man jedoch

einen ungestrichenen Trigheitstensor

Iap =loy— 3 Lom Ui O 01 (44)
genau so, wie fiir die nichtlinearen Molekiile, siehe
WATSON !, so kann man unter Verwendung der Defi-
nitionsgleichungen und der Beziehungen (13), (17),
(24) und (27) zeigen, daB

L =1l (45)
gilt. Die Abhéngigkeit vom Eulerschen Winkel ©
kiirzt sich also gerade heraus. Die Vereinfachung

geht aber noch weiter. Aus der Definitionsgleichung
(44) des Tensors I 5 folgt mit den Gln. (16), (17),
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(20), (22), (23) und (27) speziell fiir lineare
Molekiile und a =2,y

Iig =08,4[1°+ kZak Qx+ U‘Hgak @ Q1 Q1] . (46)

Der Tensor I,z ist also diagonal. Fithrt man hier
noch die Abkiirzung

A=1+ }a; Qi (47)
ein, so erhilt man
Iyp =lp =0, A2, a=z,y,  (48)
und daher
flap=043 A2, a=zy. (49)

7. Die quantenmechanischen Operatoren
des Drehimpulses

Um aus Gl. (42) den quantenmechanischen Aus-
druck fiir die kinetische Energie abzulesen, kann im
wesentlichen das Verfahren von WiLsoN und Ho-
WARD ® verwendet werden, jedoch mit einer charak-
teristischen Modifizierung. Dazu werden zunichst
die quantenmechanischen Operatoren zu den in Gl.
(42) vorkommenden Drehimpulsen berechnet. Aus

der Gleichung
I, —n,=Igwy (50)

und der speziell fiir lineare Molekiile geltenden Be-
ziehung

L, =0 fiir a=2z,y,z, (51)
folgt zunachst
II,—n,=0. (52)
Mit den zu @ und @ konjugierten Impulsen
pe=0T[36, ps=23T/3d (53)
und Gl. (8) ergibt sich auBerdem
— 3T 36 3T 36 12 1
Il 30 o, T 30 30, 2 ( Pe + sin@pd‘)’
m,- — V2 (_pe+ ogps)- (54)

Damit sind die in Gl. (42) vorkommenden Dreh-
impulse als quantenmechanische Operatoren gege-
ben durch die Gleichungen

3 sinl@ p¢)— ; (; Q) Py,
fy=ay=(~po+ mgpe) ~ 25 Q) Py
pk=Pks (55)

ﬁz —?‘t,= 5 (Pe-i—
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worin mit

_h3 k3 o, 3 Wy =T~ 70, My =11, — 7y, My =Pu2, (58)
Po= i 30° pPe= i 3 Pk_ i 30k (56) ! u=3,24‘,,.f1,3]<;_3: '
bedeutet. A

Die Transformation (55) iiberfiihrt die zu den
Koordinaten ©, @ und Q) konjugierten Impulse in
diejenigen, die in der hamiltonschen Form (42) der
kinetischen Energie tatsdchlich auftreten. Schreibt

Pi=Pe> P2=Pss Pu=Pu_2, (59)

v=3,4,...,3N-3,

so ist die Matrix s;, der inversen Transformation

man diese Transformation allgemein pr= 2 s M, (60)
r
— rt
W ; R (57) gegeben durch das Schema

(1 1 1 Fz 7 J, Fz Ty ol ]

%s - A]/E’ Aﬁ lE(gll —a’l) Ql ) V2 ?(512 tlz) Ql ’

sin ® sin O S_II_LQ = iy sin @ 2 | F
V2 ’ V2 ’ l/2 IE(CH'*'CH) Ql ’ 1/2 IE(CIZ +C’:’z) Ql ]
o, 0 , 1 0 ., (61)
0 f 0 ’ 0 ’ 1 ,

Die Determinante der Matrix s;, ist dabei

Det(s;,) =sin @ =s. (62)

Man kann sich nun auf Grund einiger etwas um-
standlicher Rechnungen davon iiberzeugen, dafl die
Operatorenbeziehung

S%IZ s Pt Sur § ey Pu (63)
r

genau fir u=1 nicht erfiillt ist. Diese Beziehung
war in dem Verfahren von WiLsoN und HowARrD ®
notwendig, um den quantenmechanischen Hamilton-
Operator der kinetischen Energie nichtlinearer Mo-
lekiile anzugeben. Statt ihrer ist aber eine @hnliche
Beziehung, ndmlich die Gleichung

Ay

rt
5" Pt Sur =Pu
t,r

(64)

fir alle u=1,2...,3 N-3 erfiillt. Auf diese Glei-
chung griindend ist es nun moglich, die Quantisie-
rung der kinetischen Energie (42) vorzunehmen.

8. Der quantenmechanische Operator
der kinetischen Energie

Dazu wird, wie bei WiLsoN und HowARD 5, fol-
gender Satz von PODOLSKY !¢ benutzt: Sei

2T = tzgir q‘t ér (65)

16 B. PopoLsky, Phys. Rev. 32, 812 [1928].

7/

die klassische kinetische Energie eines Systems mit
den verallgemeinerten Koordinaten ¢; und den Koef-
fizienten g;r, die noch Funktionen der ¢; sein kon-
nen. Ausgedriickt in den zu g¢; konjugierten Impul-
sen p, ist dann

2T = X 9" peprs (66)
t,r

worin die Koeffizienten g die Elemente der zu g,

inversen Matrix bedeuten. Nach Podolsky ist dann

der zugehorige quantenmechanische Operator des

Systems

H=31g"2pg™g"pg"+V  (67)
i

mit

. 'a%; und g =Det(g"). (68)
Dieser Hamilton-Operator H” wirkt auf Funktionen
v’ im Konfigurationsraum der g; mit dem Volumen-
element dg; dgs. .. dgsy.s. In unserem Falle werden
jedoch als Koordinaten unter anderem die Euler-
schen Winkel verwendet. Es ist daher praktisch, als
Normierungsintegral

[w* wsin©dOdP dQ, dQs ... dQsy_5 (69)

zu nehmen. Bezeichnet man den Gewichtsfaktor (hier
sin @) algemein mit s’, so sind die Eigenfunktionen
v von H' (H v =W v') mit v aus (69) verkniipft
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durch die Gleichung
y=s"y (70)
und der Hamilton-Operator zu vy (H v =W ) lautet
1 1\ , 1 1/, 21/s
H=5(7) 9" Z peg g peghs™+V. (1)

S

Wie schon erwihnt, sind in unserem Falle die end-
giiltig verwendeten Impulse I, aus Gl. (58) nicht
direkt konjugiert zu den Koordinaten ®, @ und Qy.
Vielmehr sind die IR, Linearkombinationen der
konjugierten Impulse. In Gl. (71) miissen daher
noch die Transformation (60) und die Beziehungen

gtr____ Z‘ sut Guv Svr, g=G/s2, (72)
u,v

eingesetzt werden. G*” bedeutet dabei sinngemal} die
Matrix

uzz, 0, 0, O,.
0 ,uyy, 0, O,.
o, 0, 1, 0,. (73)
g ;0 ., 0 1.

Damit folgt

H= l( 1 )1/’ G"" Z

2 \§'s ¢ 70,
s\
sy IR, G- 5 g0t G”“ED?,,G‘“(—S—,-) LY. (T4)

Wegen Gl. (60), (64) und (62) gelten aber die Be-
ziehungen

> sy M, svE =M, (75)
i r
und s =s=sin@, (76)
so daf3 man schlieBlich erhalt
H=3}s"1G" Y MG s G M, G + V. 77)
t,r

Hier hat man noch die Gln. (58), (73) und (49)

einzusetzen und erhilt endgiiltig
H=%s114" I, —7n,) s (II,—7,) At
AN P AP AT 1V (78)
%

9. Vertauschungsregeln.
Vereinfachung des Hamilton-Operators

Aus den Definitionsgleichungen (35) fiir die Kom-
ponenten des Gesamtdrehimpulses 11, folgt mit (52)
und (54)

2 1
I, = 122*( Po+ ‘—'5p¢—ctg@nz ),

sin

2 1
1n,= ]g (~P9+ sngPo—ctgO ) (79)
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Diese Operatoren sind jedoch nicht hermitesch, wenn
man als Normierungsintegral den Ausdruck (69)
verwendet. Um zu hermiteschen Operatoren zu kom-
men, muf} dhnlich wie mit dem Hamilton-Operator
(67) die Transformation

I, — s " I1,s" (79"
durchgefiihrt werden. Ausfiihrlicher siehe dazu 1.

Daraus ergibt sich mit (56) sofort die Vertau-
schungsregel

1,10, 10,11, ik Y2 ctg O (11, + I1,) —nz] .
(80)

Fir die Schwingungsdrehimpulse erhélt man aus
(39) und (56) mit Hilfe der Vertauschungsregeln
zwischen P und Q zunichst

nanﬂ—nﬂnﬁiﬁlz(c:m:é’m — i Ch) Qi Py (81)

Wendet man hierauf die Summenregel (27) an und
beachtet Gl. (25) und (26), so folgt daraus

T Ttg— g, =1 R eyp, 7T, . (82)
Wegen (29) folgt weiter
n,A=Amn,. (83)

Aus diesen Vertauschungsregeln ergibt sich un-
mittelbar eine Vereinfachung des Hamilton-Opera-
tors (78)

H=1%s1104"2Y (Il,—=x,) s(Il,—x,) -
a=z,y ;
+3X PR +V. (84)
%

Dieser Ausdruck entspricht dem von WATSON?! ge-
fundenen fiir nichtlineare Molekiile in Gl. (2). Man
erkennt, dal im Gegensatz zu den nichtlinearen
Molekiilen durch diese Vereinfachung kein Term
absepariert werden kann, der einen zusitzlichen Bei-

trag zur potentiellen Energie darstellte.

10. Diskussion

Will man aus Gl. (84) zur Probe den expliziten
Ausdruck fiir den Hamilton-Operator der Schwin-
gungs-Rotations-Bewegung eines zweiatomigen Mo-
lekiils gewinnen, so folgt mit

r.’ti=ryi=rgi =T3i =0’ l=7'21 _TQZ >07

T=Tzy —Tz2, /-‘=m1m2/M’

17 J. K. G. WATsON, Mol. Phys., im Druck.
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dafl lIl=IZI1=lz2=ly2=07
L= (T'Q/M) T, le=— (’le/M) *,
Q=Vu(r—0,a;=21Vu und A=pulr

ist und daher

1 (R\2 (1] 1 3 . 9 1 Q2
H= ﬁ (T) {;‘2 [sin 636 S e 360 T sin? @ 342
13 ,81),,  (8)

+rarrarr]

Es muB} hier noch beachtet werden, da88 dieser Ope-
rator in einem Konfigurationsraum mit dem Volu-

B. DISCHLER

menelement dr=sin ® dO® d® dr definiert ist, wih-
rend gewohnlich 13 sphérische Koordinaten und das
Volumenelement dt=sin ©@ d® d® r2dr verwendet
werden. Der zugehorige Hamilton-Operator lautet
dann H =r~! Hr. Daraus ersieht man, dal Gl. (84)
auf das richtige Ergebnis gefiihrt hat.

Anm. b. d. Korr.: Die in FuBnote 17 genannte Arbeit von
J. K. G. WATSON ist inzwischen in Mol. Phys. 19, 465 [1970]
erschienen. In dieser Arbeit wird unter anderem ebenfalls ein
geschlossener Ausdruck fiir den Hamilton-Operator linearer
Molekiile abgeleitet.

Strain Effects on the Tunneling Levels of KCI:Li

B. DISCHLER

Institut fiir Angewandte Festkorperphysik, Freiburg, Germany

(Z. Naturforsch. 25 a, 1844—1855 [1970] ; received 3 September 1970)

The effects of internal strains on the tunneling levels of KCI : Li are investigated quantitatively.
The method, as developed in a preceding paper by TiMME, DiscHLER, and EsTLE!, is further im-
proved here. A reinterpretation is presented for two experimental results reported in the literature:
the resonances in the phonon spectrometer curve and the specific heat (Schottky) anomaly. The
agreement with these experiments and also with paraelectric resonance is good, if isotropic strains
are assumed with an average energy of 20 GHz, corresponding to a stress of 3010 kp/cm2. For
the cube edge tunneling interaction a value of 10 GHz is derived.

Introduction

The interest in the system KCIl:Li arises mainly
from two facts: (i) the lithium ion is displaced
from its substitutional lattice site in a (111) direc-
tion and (ii) tunneling occurs between these off-
center positions. The physical properties of such a
system differ in many respects from that of a nor-
mal (on-site) impurity. The phenomenon was dis-
covered by the unusual thermal-conductivity 2, di-
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